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1. POSIZIONE DEL PROBLEMA E RISULTATI PRELIMINARI 


Ci proponiamo di studiare il problema di Cauchy 


m-f 
m 
P(x,D, ,D_Ju =(DI + 3 a. (x,D ult, x) = f(t,x), (t,x)e Rx qa 
(1.1) 


Dr u(0,x) = 9; (x) » XE2 , j=0,...,m-1, 


ove gli 4 siano assegnati operatori pseudo-differenziali in spazi di 
Gevrey. Costruiremo una parametrice di tale problema operante su ultra- 
distribuzioni Gevrey rispetto ad x e mediante essa proveremo risultati 
di esistenza semiglobale della soluzione del problema in spazi di Gevrey 
e risultati di propagazione delle singolarità Gevrey di tali soluzioni, 
in funzione delle singolarità dei dati f e 9; sj = 0,..., m-1. 

Useremo le notazioni abituali nedita teoria delle equazioni 
a derivate parziali, in particolare sarà D, = -i 9/9, n = -i Ax; s 
d=Taisagh D, = (Djs. -+3Dn ). Se 2 è un i di gb K un esatto” 
contenuto in s c>0eo> n con gl0);c (K) indicheremo l'insieme di 


tutte le funzioni f € C'(Q) tali che 


(1.2) lf] = SUp sup cl°l a!” [0% (x)| < 
Mae xek aeZ! i 
e porremo 
e = NU 60% "% 


KCY c>0 


= U U el0:g), 
KCA c>0 hi 


XII-4. 


con "selle »°(K) = {fe glo)» “1, supp f c K}. Con la norma (1.2) 6° al de (A 
è uno spazio di Banach. In al IO) considereremo la topologia di Tinite 
proiettivo rispetto a K + 2 degli spazi glo ) (K), limiti induttivi per 

c > + degli spazi AGREITO ed in 65° 0) la topologia di limite indut 


tivo rispetto a K + 2 degli spazi 6 
(0}.c{g,, 


(K) limiti induttivi rispetto a 


c + + degli spazi Go 


aa poi con el sa (2) e al0 o) (Q) gli spazi duali di 
69 (9) e glo ) (a) ORIARTA, Essi sono anche chiamati spazi di ul 
tradistribuzioni di Gevrey di ordine o 1) E' noto che a 00) (Q) si può 


identificare con il sottospazio di ge” (Q) delle ultradistribuzioni di 
ordine o con supporto compatto. 
Supporremo che gli operatori a; (xD) in (1.1) siano opera- 


tori pseudodifferenziali definiti da 


(1.3) a;(x,D_)u(x) = mf ei? a (e) dlelde , ue 60 (0), 
j x RN j Do) 


JU MS Ti Ove ù indica la trasformata di Fourier di u e le fun 
zioni a; (XE) € C°(A x R") sono tali che per ogni compatto Kc 2 esisto- 
no costanti positive LA (K), A, (K), B(K) tali che per ogni x € K, 

a, Bezi, ge R", |E| = B(K) |a] eriesce 


la +8] la] 2) 


(1.4) [7 pî fa, (x,e)| s €, (K) A_(K) at 81° (14|e|)Mi 


Gli spazi di funzioni ed ultradistribuzioni qui considerati sono sta 
ti studiati da vari autori. Per una loro presentazione in un quadro 
più generale si veda H. Komatsu [5] e [6]. 


Si veda [2] e [3]. Come si vede immediatamente gli operatori a; Da D,) 


si possono considerare anche come appartenenti alla clàsse ops» n (2) 
considerata in [13]. È 
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per degli m, > 0 tali che max m. /(m-j) = p e10,1] e 
J pre a 
j=0,...m-1 
cel 1,1/p[. 


Si può provare 


3) 


che gli operatori a; (x,D ®. definiti da 


(1.3) sono continui da 6°. (0) in 6‘ (0) e si RA prolungare come 


operatori continli da AGI ol (9) a ara” (9). 

Supporremo inoltre der. gli operatori è; (x,D x definiti da 
(1. 3) siano propri, ossia che i loro nuclei siano lena in 
g(0)' 
Co) 
siemi H x 2 ed 2 x H con H compatto di 2. 


(Qx 2) il cui Supporto abbia intersezione compatta con tutti gli in 


Ciò implica che gli operatori a; (xD, ) sono pure continui da 


(0) 


(0) (2) a 6 


(0), da 690) a el NA), da el a c'e 


da 6) "(0) a NAZIO 

Per ottenere una soluzione del problema (1.1) costruiamo una 
dato del problema espressa mediante una famiglia, dipendente da 
teRr' » di cperatori pseudo-differenziali di ordine infinito della clas 


se or (0 (Q) definita e studiata da L. Zanghirati nel seminario prece 


dente [13] Ù Mediante tale parametrice potremo anche ottenere un risul 
tato riguardante il supporto singolare delle soluzioni del problema (1.1) 
rispetto alla regolarità Gevrey. Per costruire la parametrice che ci in 
teressa ci serviremo delle definizioni e dei risultati di [13] a cui 
senz'altro rinviamo. In particolare utilizzeremo i seguenti risultati che 


si desumono dai Teoremi 2, 20 e 22 di [13] 9), 


3) Per le proprietà degli operatori aj (x,D xd indicate qui di seguito si 
veda per es. [2], [3] e [13]. 


4) 


Si veda anche [14] ove è pure studiato il problema (1.1) quando gli 
operatori aj non dipendono da x. 


Per le dimostrazioni di tali teoremi si veda [14], Teoremi 2.4 e 
2.30 e Proposizione 2.25. 
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proposizione 1.1. Se A(t) e OPS; "0 (9), t e Rt, ha simbolo 


alt,x,E)e C(R*; N d ° im}. allora 1' e. definito da 


1, 
t 

(60200 / n(t-5,x,D)u(s,")ds ue COR (0), 
(0) 


applica C(R*;G (1 0)) in c(R*:6 (0) e si prolunga in un operatore 


glo?” 


che applica C(R*; glo)" (2)) in C(R*;G (9)). 


Proposi zione 1.2. Se A(t) € 0Psi "6 (9), te R*, ha simbolo 


alt,x,t) e C(RS; $ ICE esiste un operatore B(t) € Ops,” n ° (9) 
te R*, tale che ao) e c(R*S, (9). d tas L L tr 
’ h20 |a]=h 


ch D, alt,x,-E) 6) uniformemente sui compatti di R* e tate) - B(t) = S(t), 


ove S(t), t e R*, è un operatore o-regolarizzante con nucleo 


stt.x,y) e cR*69 (ax 0). 


Teorema 1.3. Per ogni t € R* siano P(t), Q(t) e ops. "ola Q) il 
primo dei quali proprio, con simboli p(t,x,€), g(t.x,E) € c(RÌ; 
90 (0)) e alte) v Lo glie), apltone) e CR*ST7A(0 in 
1,0 nei h $1,0 


SF 09) uniformemente sui compatti di Rt. Allora per ogni t e Rt è 


P(t) Q(t) = T(t)+ R(t), ove T(t) e ops,” 0 ° (a), con simbolo 
T(t,x,E) € C(R*; S, "o (Q)) tale che T(t,x,E) È. T,(t,x,E) in SFR) 


h20 -4 
uniformemente sui nat di R*, con Tp(toe) = ) al 
Jo |+k=h 


(o) (0) 5+. 30 
dg p(t,x.E) D,Ix (t,x,E) e C(R%; Si n (2)) ed R(t) è un 


iTrltrrgr-- 


6) Per la definizione di questa relazione di equivalenza si veda [13], 
Definizioni 7 e 8 i 
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operatore o-regolarizzante, cssia un cperatore lineare e continuo da 


AGLI) a 6° (9) il cui nucleo R(t,x,y) e C(R*; G°(Qx0)). 


2. COSTRUZIONE DI UNA PARAMETRICE DEL PROBLEMA 


Per costruire una parametrice del problema (1.1) cerchiamo 
una funzione E(t) definita in R* con valcri in OPS (0) assieme alle 
sue derivate (rispetto a t) fino all'ordine ui e tale che 


m-1 
m 
POD DL E(t,x,D,) = (DI +) 


j=0 
(2.1) Dì E(0,x,D,) =0 » j=0,...,m2,. 


dr z + 
a; (xD, ))DLE(t,x,D,) = R(t),teR 


m-1 ; 
Di E(0,x,D,) sil, 
con R(t) operatore o-regolarizzante per ogni t e R* ed I operatore iden 


tità. Se imponiamo che 


E(t,x,]) n D_ EL(tot) , tes, 
hz0 


in Pe (Q) con E (tot) e CRT x a x R"), per il Teorema 1.3 il pri 


7) Se E(t) è definita da 


(E(£)u) (x) = cms E(t,1sE)U(E)dE, ue 6° (0), 


intenderemo che Dì E(t) sia definita da 


(DI ECE IU) (x) = (amo fai pi E(t,x,E)U(E)de. 
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mo membro della prima equazione in (2.1) sarà per ogni t € R* eguale a 


T(t) + R(t), con R(t) o-regolarizzante ed T(t,x,D », e OPS"? (9) tale 


1,0 
che T(t,x,E&) i. T(toxsE) in e (Q) uniformemente sui compatti 
h20 
di R* e 
m Vlad -1,0 j 

= I 

(2.2) T(torsE)= DE Ep(toe)+)2 DO al'af a;(e) DI DL Ez(tost). 
530 |a]+k=h 


La prima equazione in (2.1) sarà quindi soddisfatta se costruia 
mo i simboli E pit» x,E) in modo che sia ttt, x.) = 0 per ogni h 2 0. La 
funzione E ott» a deve quindi anzitutto essere per ogni x e 2 e E E R" 


soluzione del problema di Cauchy in Rt: 


m-d : 
+ a .(x,E) DÎ) E (t,e) =0 , terR*, xenon, ge R" 
cei j t° o 


(2.3) (DI E (OE) =0 >, j=02, 


m-1 . 
D E (OpGE) = ij 


Vale il seguente 


Lemma 2.18). Sia a = (CUNTERES: )e c". La soluzione E (ast) 


del problema di Cauchy 


m-f n 
(i+ ) a, DIE (at) =0 , ke | 
J= 


8) si utilizza il risultato di [11], 3.9. 
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può essere prolungata a valori complessi di t; essa diviene così una fu 


n 
zione intera di (a,t)e ("* tale che 


-h-1 m-1 A 
h tl” 1/(m-j) 
pi Eat) s fini ex (It L, la; ) 


seh=0,...,m-1e 


m-1 .x h+1 m-1 7 
m+h i 1/(m-j) 1/(m-j) 
pi E g(ast)] s ‘È la, | )  exp(jt] 2 la;| ) 


SE hh = 0;1540> 


Esistono inoltre due costanti positive C e c tali che per 


ogni y e 2° 
m-l 
m-f+ > Y;(m-j) 


n 
(m-1 +) ov. (mg)! 
sd 


m-1 - 
ewp(elt] )7 Ja {'/(09)), 
j=0 


Fondandosi su questo lemma si prova che la soluzione 
E (ERGE) del problema (2.3) appartiene a c° (Rix ax R") e per ogni 


0,0 


bl j 
e:R*s falla svi Di E (te) e S, 


(92). Precisamente si prova il 
Lemma 2.2. Per ogni compatto Kc © esistono due costanti 
positive Cl) ed AS) tali che per ogni a, B e 27 e 


k = 0,...,m-1, e per ogni xe K, reR",te R*, per la soluzione 
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E (tase) del problema (2.3) valgono le maggiorazioni 


m-k-1 


(2.4) ldE An E_(t,10,6)| s È 


ho 048 | 
bg (m-K-1)! 


cl) a 01) a! g1°c4]e po 19È, 


* exp (c_t(1+181)P) ; 
e per h= 0.1,... 


a _ 8 _m+h 


(2.5) la; DD, E (tn E) 96, (i) A_ (6) 9 (ht )-lo], 


* exp (c b + 


ove c; è una costante maggiore di uno indipendente da K. 
Affinché tutte le T,, h 2 1, date da (2.2) siano identicamen 
te nulle e tenuto conto delle condizioni iniziali in (2.1) e (2.3), deve 


essere per ogni h = 1 


m nl a vi 1 0 
ey ae) DELE Dn (E) DS pi E 
ti! hO 570 Fi lojet e bo pE 
(2.6) 
DI E (0,x,€) =0, j=0,...,m1 
Posto 
(2.7) F.(tix,E) = - al 3 a; (x VE) DI piE gltoE) > h=1,... 
h I Fi [al-L E the 


e tenuto conto che E (toe) è soluzione di (2.3), le E, saranno definite 
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induttivamente da 


t 

(2.8) E (t,x,E) -f E (ESE) F (506E)ds s h2z1. 
(o) 

E' poi 


. t | 
j _ J a Telai 4, 
DI Ep(tox,E) J Di EL Ct SaXat} F(53xE)ds sj=0,...,m 


E 
m m 
D. Ep(t,x,E) - n, D, E (t-5568) Fp(53X,E) ds. 


E' ovvio che Ep(t,x,t) e C(R*xax R"), h 2 1. Proveremo che per ogni 


teR*,j=0,...,m, DI E(t,x,E) e S°° (a) e che ;D DI E, sono serie 
t 1,0 a 


formali nel senso della Definizione 7 di [13]. Si utilizza il seguente 


Lemma 2.39). Sia o 2 1 e siano a, be C (QxR") tali che per 
ogni compatto Kc 9 esistano delle costanti positive c_(K), cp(k), A(K), 
ka 2, n» UDO S4> S7 2 0 tali che se xe K, E e R", a, BR E n 


+ ro+|B 
lde Dî a(x,E)] 5 0, ()(r,+|a])t(e,+[81)!°(ACK)/(1+1e 0" BITTO 246] 


la] 


8] 


+ Sot 
I9E DL BOE) sg 00 (s +) 105,418 1)1°cndo/ 01418951 *** nai? *1A1 


allora per xe K, &e R°, a, BeZi è 


E ——_—_——T—______ 


9) Si veda [10], Lemma 2.1. 
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+54+ 
E Dt b) 64,6) 6,4) cr +5 ela] 1115, 191° MA0O014 18"! iù 


19+59+|B =ri=ro MS! fi Sl 
 tantayi Pe [e] gg ii pn 


(ps! (r,ts TU 


Con l'aiuto di questo lemma si prova per induzione il 


Lemma 2.4. Per ogni compatto K c 9 esistono costanti positi 


ve c_(K), A(K), B(K) tali che, per ogni a, 8 € Li xe kite 
E e R" con |E| > B(K)(h+[a|), per le Ep h => 1, definite da (2.8) è 


Ds p$ pi EL(t,xse)] s c_ 0011 tac) 01+181)" +1 lacuo®+191 pit» 


hm ,i4m-1-j ; 
mie d% o p dicano pi 
(h+]a|)! (h+]8])!° exp(c,t(1+/81)") L aria (+e. 


1= 


ja Ut 


|a DÈ dI Entano)] s ct" can) (1+ e)! ac)9* 18 ent chela)! 


i - 
+ he[g[)!® (1+1e1)P explo.t(t+l8))?) È 7 (i4lepP” , 
i=1 0° 


ove C, è una costante maggiore di uno indipendente da K. 


Da questo lemma e del Lemma 2.2, tenuto conto che pe]0, 1/01 , 
si trae subito il 


Corollario 2.5. La funzione E_ del Lemma 2.2 e le funzioni 


E, h2 1, definite dalla (2.8) sono in c°(Rt*xaxR") e sono tali che per 


ogni compatto K.c 2 esistono due costanti positive C(K) e B(K) e per 
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ogni e > 0 una costante positiva c_(t,K) tali che per ogni 


xe K te R*, a, Be Zi, Le R" con JE] > B(K)(h+la[)® è 


la} DÈ DI E (t,x,8)| se_(t,k) E cog)!9*81 cia je pelo. 
a! 81° exp(ele]!/0), 
Da Dì pi En(t,x,E)] s c_(t,k) da cog)t+ lo] cele Dot Ie ai(hien9. 
exp (ele|!/) 


lg D, Di Epftace) sc_(t,k)c(K) 198 81°(1+171)!"lexp(e]e 1/9), 


DEMENTE c.(60t cotte je prete kt(h1g1)9. 


exp(e |e|!/0) 


h 21, ove c_(t,k) è limitata sui compatti di R+. 


Per la Definizione 7 di [13] questo corollario prova il 


Lemma 2.6. La funzione E, e le Eh 2 1 defîinite da (2.8) so- 
no tali che per ogni t e R+, bia DI E (t,x,€) € SF? (Q), Team 
h>0 th 1,0 


uni formemente sui compatti di R*. Con tale scelta delle E, tutte le fun 
zioni Th h 20, a primo membro di (2.2) sono identicamente nulle. E' 


inoltre E E C'(R*xNX R"), h=0e Dì E (0,x,E) =0,j=0,...,m, per 


VI 
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[on h21. 
11 Teorema 10 di [13] ed il Teorema 1.3 assicurano allora che 


Teorema 2.7. Esiste E(t,x,E) e C (Rtx Qx R") tale che per ogni 


$ Ir Dì E(t) e Siglo uniformemente sui compatti di R*, onde 


DI E(t) € CIR*; SI 'g(0))» j = 0,...,m-1. Inoltre l'operatore E(t,x;D,) 


definito da 


(2.9) (E(t)u)(x) = mf E(t,,6) È (E) de, ue 60), 


soddisfa alle (2.1) con R(t) operatore o-regolarizzante con nucleo 
R(t,x,y) e C(R*; 69 (ax 2)) ed R(0) = 0. 

Tenuto conto che anche gli operatori ta, (x, Dj = 0,...,M-1, 
trasposti degli operatori a; (xD) sono propri, come il Teorema 2.7 si 


prova 


Teorema2.7'. Esiste H(t,x,&) € C'(RTXAX R") tale che per ogni 


4 018)» uniformemente sui compatti di R*, onde 
È] 


pi H(t) e C(R*; STA j = 0,...,m-1. Inoltre l'operatore H(t,x;D,) 


j = ld H(t) e S 


definito da 


(2.9) (H()u)(x) = (2m)"" fac Htos) ÙlE) de, ue 69%), 


è tale che 
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CHE È ta (xD) DÎ) H(t) = S(t) 
È par di OR E Ù 


(2.1) Dì H(0)=0 , j=0,...,m-2 , 


Di H(0) = il, 


ove S(t) è un operatore o-regolarizzante con nucleo S(t,x,y) e C(Rt: 


a‘0) (Ax A)) dd 5(0) = 0 


3. PROPAGAZIONE DELLE SINGOLARITA' DELLE SOLUZIONI DEL PROBLEMA 


Sia H(t) l'operatore definito da (2.9'), indicato nel Teore- 
ma 2.7' e soddisfacente a (2.1') e sia UTC) il suo trasposto. Per la Pro 


posizione 20 di [13] esiste per ogni t e R* un operatore 


Q(t) e OPS" °(2) tale che pì Qt) e OPSI "9 (2), j=1t,...,me ÎH(t)-o(t) 


1,0 
è un operatore o-regolarizzante, con tutte le sue derivate rispetto a t 
fino all'ordine m. Inoltre Dì Q(0) =0,j=0....,m-2, e Di 'a(0) = il. Ne 
segue che 


mel. mi, 
Di Q(8)+)_ DL QCE) a;(x,D,) = DE "HCE) +) DI *H(e) a, (4,0,) + R(6) 


j=0 j=0 
t/m nti ton e j 
- "ol He) RL H(t)) a;(x,D_) +R(t) = O *L a; (x,D DI ICE) + 


+ R(t) = Ès(t) + R(t) 
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ove R(t) è un operatore o-regolarizzante ed S(t) è l'operatore o-rego- 
larizzante così indicato in (2.1'). 
L'operatore Q(t) può essere utilizzato per costruire una pa- 


(0) (9), 


rametrice sinistra del problema (1.1). Infatti se u(t,x) e C"(Rt; G, 
essendo gli operatori a; propri, è P(x3D DU e C(Rt; 61 0) e quin- 


di se Dì u(0,x)= 0, j= 0,...,m-1, 


€ 
f Q(t-s) P(x,D_D,) u(s,-)ds= ul(t,x) + 
lo) 


t m-l . t 
| (Di Q(t-s) *L DI Q(t-5)a,) u6,")ds= ult,x) / R'(t-s)u(s,-)ds 


ove per ogni t € R*, R'{t) è un operatore o-regolarizzante con nucleo 
R'(t,viy)e CR 6 ox0)). 


se poi u e C"(R*; 6°) '(0)) è DÌ u(0,x) = 0,j = 0,...,m-1, 


per ogni $ e 6°. (0) è 
t 


< Q(t-s)P (x, 94(5,-).63df «R'(t-s)u(s,-),6> ds. 
o) 


t 
(3.1) < ul(t,x),9> "| 


(o) 


19), se U è un aperto con- 


D'altra parte, per la o-pseudo-località di Q(t) 
(2) (Mm 


tenuto in 2 tale che Pu(s,°) € e (1), allora è Q(t-s)Pu(s,-) e G 


se s < t. Da (3.1) segue allora che 
<) 


o-sing supp Pu(s,*)) , 


ossia che 


10) Si veda il Teorema 6 di [13]. 
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o-sing supp ult,'-)c LU o-sing supp Pu(s,*) |, 
Ù Ossst 


ove o-sing supp v indica l'intersezione di tutti i chiusi di 9 al di 
fuori di quali v appartiene a AGLI 
Se u non soddisfa alle condizioni per t =-0 indicate sopra, 


si considera la funzione 
m-1 ,. 
v(t,x) = ul(t,x) - ì° tp u(0,x) 
j=0 


la quale soddisfa evidentemente a tali condi zioni. 


Possiamo dunque concludere che 


Teorema 3.1. Se ue C"(R+; a(0) (9)) e P è l'operatore consi- 


derato nel problema (1.1), allora per ogni t e R* è 


m-i ì 
o-sing supp u(t,‘-)c(U o-sing supp (Pu)(s,* )U() o-sing supp Du(0,-)). 
Ossst j=0 


Sia ora ue c"(r+; g(°) (2) N cl (a+, al0) (2)) soluzione del problema 
(1.1) con f = Gy * 0 ,j=0,...,m-1. Dalla (3.1) segue allora che 


È 
ult) R'(t-s)u(s,°) ds . 
lo 


Essendo R'(t-s) un operatore o-regolarizzante, ciò implica che 
ult.) e 6‘°.(a) e dunque che 


t 
(3.2) ult,x) = [ R'(t-s,x,y)u(s.,y)dy, R'(t,x,y) e ccR+: 6 (xa). 
0 
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Per la ipotesi fatta su u esiste 2'CC 2 tale che 


supp u(s,*)c 2' per ogni se] 0,t]. Se C è tale che 


Rs) SC, (say) [Ot] x A'xQ' 


si ha allora 


sup |u(t,x)] s ct' suplu(s.y)|_ t'el0,t] 
xe n' (sy) dO.tTx 2° 
e quindi, posto M = sup |u(s.y)|] » applicando successivamente (3.2) 


(s.y)e [0,T]x2' 


sup. Jutt,)l smoe" temo, h=1,2,.. 
xe N' 


da cui segue che u(t,x) = 0 per x € Q'. E' provato così il seguente teo 


rema di unicità. 


Teorema 3.2. Esiste al più una sola soluzione del problema 
(1.1.), appartenente a c" (gt; a°°) (2))n UBATERA a°9) (2)). 


4. ESISTENZA SEMIGLOBALE DI SOLUZIONI REGOLARI 
Sia ora ge C(R*; ca). Posto 
t 
(4.17 u(t,x) = E(t-s) g(s,°) ds = 
o 


È ò 
& | ds J el > E(t-s,x,E)g(S,E) de , 
(o) R 
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per la Proposizione 1.1 ed il Teorema 2.7 è ue e" (84; 60) (0)) 


ed inoltre 
t 
P(x,D_ Du = g(t,x) + R(t-s)g(s,-) ds = 
lo) 
t 
=g(t,x) J ds [ RCt-5,x,9)9(5,914y = g(t,x) + (Rg)(t,x) 
(0) PI 
Di u(0,x) =0 , j= 0,000 M-1. 


Pertanto se vogliamo che la funzione u definita da (4.1) sia 


soluzione de] problema (1.1) la funzione g dovrà soddisfare alla 
(4.2) g(t.x) + (Rg)(t,x) = f(t,x) , (t,x)e Rtx o , 


ove R(t,x,y) ha le proprietà indicate nel Teorema 2.7. 

Supponiamo anzitutto che f e C(R*; cl°10)). Sia H un compat 
to contenuto in 2 e T > 0. Esiste 2'CcC 9 ed una costante Ce > 0 tali che 
2'> H e f(t,-) è limitata in gl)» f(A') per t e[0,T]. 

Le proprietà del nucleo R assicurano che esiste una costante 


n 2 FIS È (0),cp O'vo: 
c, > 0 tale che R(ssov) Lro,tIxdixà è limitata in G (2'x2'). 


Sia allora x € "cale (Q') e x = 1 su H. Un risultato analogo a quel 


lo del Lemma 2,311) 


zione R(t-s,xy)x(x)f(s,y) è limitata in g(0)>°fF(q' x 
se [0,t] e pertanto posto 


assicura allora che se scegliamo c, = 2 C,> la fun 


Po 
d') per te [0,7] , 


1 s n ; = 
) Si ponga £ in luogo di R" ed ye 2' in luogo di E e R" ed inoltre 


tr, 3935] 3S,=0 ed la]!° in luogo di [o |!. 
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t 
(RFI) = ds fatta te [0,7] >» 
O) 
è R, f) e C([O,T]; (0), Sf(31)) ed esiste una costante M > 0 tale che 


(R_F)(t,)j: Mt sup |[f(s,)lla ,s te DT. 
x cli» 0sssT io: 


Ne segue che per t e [0,T] 


Vv 
i Mt 
MR, POI & < Me) sup If(s. Il; È seÉ 
di; °  OsssT » Sk 
La serie di Neumann e (19° (R° f)(t;x) è dunque convergen- 
v=0 


te in IC uniformemente rispetto a te [0,T] e la sua somma 


g(t,x) appartiene a C([0,T]; CINARICHE)) ed è tale che 
g(t.x) + (R_9) (1%) = f(t,x) , (t,x) e[0,T] x 2 


e quindi soddisfa (3.2) per (t,x) e [0,T] x H. 
La funzione (4.1) è dunque soluzione del problema (1.1) in 


[0,T] x H. Ciò prova il seguente risultato di risolubilità semiglobale 


del problema (1.1). 


(9) 


Teorema 4.1. Se f e C(R*; Go ‘(2)), allora per ogni compat 
to Hc Ne per ogni T > 0 esiste u e e" (at 6‘) (0) soluzione del pro 


blema (1.1) con 9; = 0,j = 0,...,m-1, in[0,T] x H. 


Corollario 4.2. Se f e C(R*; 69) eg; 6 (0), 
j = 0,...,m-1, allora per ogni compatto Hc £ ed ogni T > 0 esiste 


ue cl! at 69 (0)) soluzione del problema (1.1) in [0,T] x H. 
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ml . 
Basterà infatti porre u = v + ), 19, (x) con v tale che 
J=0 
mt. 
(PU (t,-)) (0) = F(E,x) - (P_)I 1099) = Ft) 
j=0 


Dì v(0,x) =0, j=0,...,m-1, 


(0) 
lo) 
te con dF in luogo di f. 


e scelta de G' (92) tale che $ = 1 su H, applicare il Teorema preceden 


5, ESISTENZA*SEMIGLOBALE DI SOLUZIONI ULTRADISTRIBUZIONI 
Sia ora ge C(Rt; a 00) (Q)) e per ge e) 


t t 
| E(t-s)g(s,*)ds, $> -[ <E(t-s)g(s,-).g> ds = 
lo lo) 


t 
-[ ds cn fesa foi E(t-s,xE)d(x)dx. 
(o) 


Per le proprietà dell'operatore E(t) indicate nel Teorema 2.7, 
la funzione 


È 
Pat E(t-s)g(s,-)ds, d> , 0 e 69.10) 
(o) 


è continua in R* con tutte le sue derivate fino all'ordine m-1 ed è 


n t t : 
oi f E(t-s)g(s,°)ds,d> J Di E(t-s)g(s,°), è > ds = 
lo) o 


è 
= a| Dì E(t-s)g(s,-)ds, $> s d' = 05344051 
lo) 
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b 
af E(t-s)g(s,°)ds, $ > = <g(t,°), d > + 
Co) 


t 
s/ DI E(t-s)g(s,-)ds, >. 
(0) 


Da queste, ricordando che gli operatori a; (xD), g= Oaicsli=t 
sono propri e quindi applicano, come pure i loro trasporti, cl 


o 
6°), segue che se P è l'operatore in (1.1) e de 61) è 


t 
P00,0,) | E(t-s)g(s,°)ds, d> = <g(t,°), d> + 
(o) 


t È 
:[ < P(x,D;D,) E(t-s)g(s,°), $ > ds = sat) R(t-s)g(s)ds, d >, 
(o) (o) 


ove R(t) è l'operatore così indicato nel Teorema 2.7. 

Se f e C(R*; c‘°)'()), H è un compatto contenuto inge T>0 
esiste un aperto N'cc 2 tale che H> N':e supp f(t,°) c 2' per ogni 
te [0,T], inoltre l'applicazione t + <f(t,-), $>, continua în R+ 


per ogni dè = cl (0), è limitata su ogni AGREE) 


, c> 0, uniforme- 
mente in [0,T]. 
Se d e 69 (0), con le stesse notazioni del numero preceden- 


te è allora 
|< D; (x(x) R(t-5)f(5,°)) 0>|= ]|K f(5,°), for (x(x)R(t-5,x,:))9 (x) |£ 


n 
£ ti WE Zi Ch) 


UVA 
(72) 


< ca!” c3 19! sup |]p]| , 0stsT,0 
Q!' 


con c costante positva indipendente da a, t, s, $. Da ciò segue che la 


funzione 
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t 
(R_F)(t,x) = Il x(x) R(t-s) f(s,°) ds, 
Xx (o) 


(0) (0)), è limitata in gl°): a), uni formemen 


pt. 
appartenente a C(R*; 6, h 


te in [0,T]. Ragionando come nel numero precedente si prova allora che 
(co) i ia na 

la serie di Neumann ) (-1)"(R" F)(t,x) è convergente in i” (o') 
v=1 x 

uniformemente su [0,T] . Come nel numero precedente ciò consente di pro 


vare che 


Teorema 5.1. Se fe C(R*; g(0) (2)), allora per ogni compat 
ae a ' 
to Hc Ned ogni T > 0 esiste ue e"! (R*; co (2)) soluzione del pro 


blema (1.1) con 9; =0,j=0,...,m-1, în [0,T]xH. 


Corollario 5.2. Se f e C(Rt; da (2)) e g; € 600) (2), allo 
ra per ogni compatto Hc 9 ed ogni T > 0 esiste ue ali (R*; puri (2)) 


soluzione del problema (1.1) in [O,T] x H. 


6. OSSERVAZIONI FINALI 


Una versione microlocale del Teorema 3.1, per operatori P con 
parte principale iperbolica di molteplicità costante e quando 
Pu e C(I0,T]; (0) (R")) è stato provato con altri metodi da S. Mizohata 
[91 

Quando gli operatori a; (xD) j=0,...,m-1, che figurano 
nell'operatore P qui considerato sono operatori differenziali lineari, 
dai risultati di esistenza semiglobale provati nei nn. 3 e 4 si traggono 


risultati di esistenza della soluzione del problema (1.1) inR*x 9, poi 
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ché in tal caso vale un teorema di unicità per la soluzione stessa. Ta- 
li risultati sono in questo caso contenuti in teoremi di esistenza ed 
unicità per la soluzione del problema di Cauchy in spazi di Gevrey per 
operatori con parte principale iperbolica provati da vari autori. Se 
o €] 1, m/(m-1)[ da M.D. Bronstein [1] e precedentemente, se Q = R" 
ed f, 9;> j=0,...,m-1, appartengono a e”, da Y. Ohya [10], senza impor 
re alcuna condizione per i termini di P di ordine minore di m. Se 
o ]1,1/p[, pe] 0,10 , da H. Komatsu 1711? V. da. Ivrii [4]. Sempre 
nel caso in cui l'operatore P qui considerato sia un operatore differen 
ziale il risultato del Teorema 3.1 è in particolare contenuto nei risul 
tati provati da S. Wakabayashi [12] per operatori con parte principale 
iperbolica con coefficienti costanti. 

I1 caso in cui gli operatori dj» h= 0,...,m-1, non dipenda- 
no da x è studiato in [14], ove si prova in tal caso una versione micro 


locale del Teorema 3.1. 


12) Si veda anche J. Leray-Y. Ohya [8]. 
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